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第 1 次作业

6.1 节 3, 4, 6
6.2 节 2, 3
6.3 节 3, 6, 8
补充 1. 判断向量 β = (1, 2, 0,−2) 是否可由向量组

α1 = (1, 1, 1, 0), α2 = (1, 1, 0, 1),

α3 = (1, 0, 1, 1), α4 = (0, 1, 1, 1)

线性表示.
补充 2. 判断下列向量组是线性相关还是线性无关.

β1 = (1,−1, 0), β2 = (2, 0, 1),

β3 = (−1, 2, 0), β4 = (0, 2,−1).

补充 3. 求下面向量组的一个极大无关组.
α1 = (1, 1, 1), α2 = (2, 1, 0), α3 = (0, 1, 3), α4 = (3, 1, 2).

6.4 节 1(ii), 2(i), (ii), 4

第 2 次作业

6.4 节 8
6.5 节 2(iii), 3, 4
6.6 节 2
6.7 节 2, 3
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补充. 求以下向量组的秩和一个极大无关组.
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.

第 3 次作业

6.7 节 5
补充. 求下列非齐次线性方程组的通解及其导出齐次方程组的一个基础

解系. 
3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 3,

6x1 + 8x2 + 2x3 + 5x4 = 7,

9x1 + 12x2 + 3x3 + 10x4 = 13.
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6.1 定义与例子

4. 令 ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1). 证明 R3 中的每

一向量 α 可以唯一地表示为 α = a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 的形式, 这里
a1, a2, a3 ∈ R.

需要说明表示的存在性与表示的唯一性.
表示的存在性. 设 α ∈ R3. 则存在 a1, a2, a3 ∈ R 使得 α = (a1, a2, a3).

于是,
α = (a1, a2, a3)

= (a1, 0, 0) + (0, a2, 0) + (0, 0, a3)

= a1ε1 + a2ε2 + a3ε3.

这就说明了题目要求的表示的存在性.
表示的唯一性略.

6. 证明: 数域 F 上一个向量空间如果含有一个非零向量, 那么它一
定含有无限多个向量.

由第 25 页定理 1.5.1 可知 F 包含有理数域，从而 F 是无限集.
设 V 是 F 上一个有非零向量的向量空间. 则在 V 中可以取一个非零

向量 α. 由第 214 页命题 6.1.2(4) 可知对于 F 中不同的两个数 a1 与 a2, 我
们有 a1α ̸= a2α.
这样我们就构造了 V 中的无限多个向量 {aα | a ∈ F}.

6.2 子空间

3. 设 W1,W2 是向量空间 V 的子空间. 证明: 如果 V 的一个子空间

既包含 W1 又包含 W2, 那么它一定包含 W1 +W2.

转化为更加具体的表述: 设 W 是 V 的一个既包含 W1 又包含 W2 的

子空间, 需要证明 W1 +W2 ⊂ W .
任取 x ∈ W1, y ∈ W2. 则 x ∈ W , y ∈ W . 因为 W 是子空间, 所以关于

加法封闭, 从而 x+ y ∈ W . 这就证明了 W1 +W2 ⊂ W .
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6.5 坐标

4. 设
α1 = (1, 2,−1), α2 = (0,−1, 3), α3 = (1,−1, 0);

β1 = (2, 1, 5), β2 = (−2, 3, 1), β3 = (1, 3, 2).

证明 {α1,α2,α3} 和 {β1,β2,β3} 都是 R3 的基. 求前者到后者的过
渡矩阵.

计算过程与本节例 5 一样: 先分别求出关于标准基的过渡矩阵. 令
ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1).

则

(α1,α2,α3) = (ε1, ε2, ε3)


1 0 1

2 −1 −1

−1 3 0

 =: (ε1, ε2, ε3)A,

(β1,β2,β3) = (ε1, ε2, ε3)


2 −2 1

1 3 3

5 1 2

 =: (ε1, ε2, ε3)B.

于是 |A| = 8, |B| = −34. 从而
(β1,β2,β3) = (ε1, ε2, ε3)B = (α1,α2,α3)A

−1B.

因此 {α1,α2,α3} 到 {β1,β2,β3} 的过渡矩阵为

A−1B =


7
4

1
2

7
4

9
4

1
2

5
4

1
4

− 5
2

− 3
4

 .

过渡矩阵的定义参见第 238 页.

1 % matlab验算
2 A = sym( . . .
3 [ 1 0 1
4 2 -1 -1
5 -1 3 0 ] ) ;
6 B = sym( . . .
7 [ 2 -2 1
8 1 3 3
9 5 1 2 ] ) ;
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10 det (A)
11 det (B)
12 inv (A)∗B

6.6 向量空间的同构

2. 设 f : V → W 是向量空间 V 到 W 的一个同构映射, V1 是 V 的

一个子空间. 证明 f(V1) 是 W 的一个子空间.

本题主要考察子空间的定义: 关于加法和数乘封闭.
任取 β1, β2 ∈ f(V1), k1, k2 ∈ F . 则存在 α1, α2 ∈ V1 使得 f(α1) = β1,

f(α2) = β2. 于是
k1β1 + k2β2 = k1f(α1) + k2f(α2) = f(k1α2 + k2α2) ∈ f(V1).

6.7 矩阵的秩 齐次线性方程组的解空间

2. 证明: 秩(A+B) ≤秩(A) +秩(B).

证明 1. 设 A,B 是 m× n 型矩阵. 考虑 A,B 的列向量. 设
A =

(
α1 α2 · · · αn

)
,

B =
(
β1 β2 · · · βn

)
.

设 A 的秩为 r, 取 {α1, . . . , αn} 的一个极大无关组 {αi1 , . . . , αir}.
设 B 的秩为 s, 取 {β1, . . . , βn} 的一个极大无关组 {βj1 , . . . , βjs}.
A+B 的列向量组 {α1+β1, . . . , αn+βn} 可由 {α1, . . . , αn, β1, . . . , βn}

线性表出, 进而可由 {αi1 , . . . , αir , βj1 , . . . , βjs} 线性表出. 因此
秩(A+B) ≤秩{αi1 , . . . , αir , βj1 , . . . , βjs} ≤ r + s =秩(A) +秩(B).

注意区分上面标彩色的下标.

证明 2 (来自某同学).

r(A) + r(B) = r

(
A 0

0 B

)
= r

(
A 0

A B

)
= r

(
A 0

A+B B

)

≥ r

(
0 0

A+B B

)
≥ r

(
0 0

A+B 0

)
= r(A+B).
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注. 部分同学尝试用第 248 页上的对角化来做这个题目. 设 A,B 是

m× n 型矩阵, 秩分别为 r, s. 考虑对角化

A = P1

(
Ir 0

0 0

)
Q1, B = P2

(
Is 0

0 0

)
Q2.

因为 P1 = P2 且 Q1 = Q2 不一定成立, 所以无法进一步化简 A+B.

3. 设 A 是一个 m 行的矩阵, 秩A = r. 从 A 中任取出 s 行, 作一个
s 行的矩阵 B. 证明: 秩B ≥ r + s−m.

设 A的行向量组为 {α1, . . . , αm}. 取 A的一个极大无关组 {β1, . . . , βr},
其余的 m− r 个向量记作 {γ1, . . . , γm−r}.

由题目, A 中取了 s 行构成矩阵 B. 设 s1 行在 {β1, . . . , βr} 中取, 其他
s− s1 行在 {γ1, . . . , γm−r} 中取.

那么, 秩B ≥ s1 且 s− s1 ≤ m− r. 于是, 秩B ≥ s1 ≥ r + s−m.

补充. 求以下向量组的秩和一个极大无关组.

α1 =



0

2
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,α2 =
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.

1 % matlab验算
2 A = [
3 0 1 -1 3
4 2 -3 2 -8
5 6 2 -5 5
6 0 0 0 -2
7 -8 4 0 1 1 ] ;
8 rank (A)
9 rank (A( : , [ 1 2 3 ] ) )

10 rank (A( : , [ 1 2 4 ] ) )
11 rank (A( : , [ 1 3 4 ] ) )
12 rank (A( : , [ 2 3 4 ] ) )
13 ans =
14 3
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15 ans =
16 2
17 ans =
18 3
19 ans =
20 3
21 ans =
22 3

补充. 求下列非齐次线性方程组的通解及其导出齐次方程组的一个基
础解系. 

3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 3,

6x1 + 8x2 + 2x3 + 5x4 = 7,

9x1 + 12x2 + 3x3 + 10x4 = 13.

化简可得 {
3x1 + 4x2 + x3 = 1,

x4 = 1.

将 x2, x3 作为自由变量, 则我们有通解
x1

x2

x3

x4

 =


1
3

0

0

1

+ k1


− 4

3

1

0

0

+ k2


− 1

3

0

1

0

 .

我们知道通解由线性方程组唯一确定, 但是它的表示可能不唯一. 比如,
通过某个计算过程, 我们可能得到

x1

x2

x3

x4

 =


0

0

1

1

+ k1


−1

1

−1

0

+ k2


−1

0

3

0

 .

平时的计算容易算错, 但是我们可以把结果代回原方程组进行验算, 以减少
计算错误.
特解代回去, 成立.
基础解系代回齐次方程组, 成立.
基础解系线性无关, 成立.
基础解系中向量个数 = 未知数个数 − 矩阵的秩, 成立.
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一般验证前面三个. 第四个要算矩阵的秩, 有点麻烦, 可以不进行. 如果
验证后前面三个都对, 基本上就计算正确了.

PS. 批改作业时: 是否与已有答案一致. 不一致的话: 特解代回去, 基础
解系代回齐次方程组, 基础解系线性无关, 基础解系向量个数 = 参考答案的

基础解系向量个数.
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